Modulo 6 Analisis Matematico I

MODULO 6

+ FORMULA DE TAYLOR DE ORDEN 2
* PLANOS TANGENTES

« EXTREMOS RELATIVOS

« EXTREMOS ABSOLUTOS

« EXTREMOS CONDICIONADOS

Formula de Taylor de orden 2

La férmula de Taylor para funciones de varias Wdes es una extension de la misma para
funciones de una variable y tiene el objetivo deoamar el valor de la funcion mediante
polinomios.

Aunque la férmula se puede desarrollar hasta edroglie deseemos, veremos hasta el segund
orden solamente porque es el que necesitaremas fhaeg la clasificacion de los puntos criticos de

una funcion.

Teorema

Sea f:DOR? - R, D abierto,f con derivadas parciales segundas continggs,y,) 0D y

(h, k) tales que el segmento de extrenies y,) Y (X, + h,y, + kK espa contenido e, entonces:

f(x, +h, yo+k)_f(XO|y0)+ (Xo’yo)h"' (Xo’yo)k"'
1
e azf(x )h2+262f (x y)hk+62 (%, Vo) K2 |+ R, (h k)()
2 a 0 0 ay 0'J0 ay 0'J0 2 ’

Con

R,(hK) _
h-00 h? +K2

A esta formula también la podemos escribir en ndtamatricial de la siguiente manera

F (% +h, ¥, +K) = 1(Xg,¥o) + T (X, Yo ) (, k)+%(h. K) Hf (Xo’yo)[Ej"' R, (h.k)

Donde
0°f 0%f
ox*>  oyox
Hf(XO’yO)= aZf ay2f
oxdy oy’
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Modulo 6 Analisis Matematico |l
es la matriz hessiana fleque resulta simétrica puesto que las hipotesengaan que las derivadas

cruzadas son iguales.
Al polinomio de Taylor de segundo orden lo definimos

P,(0K) = (X, Yo) *+ 0 (%, Y) (1K) + 2 (K HE (%, ¥o) [E)

A la expresion encerrada entre corcheteg¢le¢te damos el nombre déferencial segunda de la
funcion f.

Y la simbolizamosd? f (x,, Y,; h, k)

def 2 2 2f

0°f 0°f 0
dzf(xo,yo;h,k) :W(XO’yO)hZ +2W(X0’y0)hk+V(X0’yO)k2

Ejemplo

Seaf(x,y)=e?***  hallar la formula y el polinomio de Taylor de erd2 en (0,0).

f(xy)=1(00) +0f 00)(x, y)+%(x, y) Hf (O,O)CJ +R,(x,Y)

con fim e

0
(xy)- 00) x? + y?

f (00)=€® =1
Of (X, y) = (2 e2><+3y ,362x+3y)
Of (00) = (23)

4e2x+3y 6ez><+3y
Hf (X’ y) - |:6ez><+3y 9e2x+3y:|
4 6
Hf (0,0) =
6 9

Reemplazando

f(xy)=1+ (23 e 4 61X R
(X y) =1+ 23)(xY) -5(x,y){6 9}{y} , (%, Y)

f(x y)=1+2x+3y+2x° +6xy+%y2 +R,(X,Y)

P, (X, y) =1+ 2x + 3y + 2x* +6xy+gy2
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Modulo 6 Analisis Matematico I

Vamos ahora a mostrar con un ejemplo, no a demainamanera general, que:

. R, (X,
lim z( yz):O.
()~ (00) X2 +y

Lo que vamos a hacer es tomar un par de valgrgs ¢ercanos al (0,0) y evaluar el error cometido
calculando la diferencia entfey P,. Luego veremos qui, es mucho menor que’ + y?, con lo

cual el limite del cociente tiende a cero.

Six=0,01;y=-0,03

P,(x,y) =P, (003-003) = 093245

f(x,y)=f (003-003) =09323238 concalculadoa

R,(x Y) =R, (001-003) = f (003-003 - P, (00%-003 =5,61810"°
x? +y? = 001% +(-0032 =110"°

OR,<x*+y?

Caso de tres variables
Si la funcidn fuera de tres variables tendriamase]jgradiente decambia a:

af (x,y,2) = iﬂi
ox 0y 0z
y la matriz hessiana toma la forma:
[ 0%f  9%f  9%f |
ox* 0yox 0zox
2 2 2
HE oy, 2)=| o 0L
oxady oy 0zoy
a°f o0*f o°f
| 0x0z Oydz 0z° |

6.1.-

Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 de lacidn f (x,y) =sen(x + 2y), en un entorno del

punto (0,0).

6.2.-

Determinar el polinomio de Taylor de orden 2 paxafuncion f(x,y) =sen(xy ), alrededor de

P=
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Modulo 6 Andlisis Matematico |l
6.3.-
Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 @l€x, y, z) = senx+seny+senz—-sen(x+y+2z) en

un entorno del puntég,n,ﬂj.

2 2

6.4.-

Seaf:R® - R/ f(xy,2)=x*-3x?y? + z*. Hallar la diferencial segunda len el punto dado:

d?f (- 100); dx dy, d2)

Uso del gradiente para determinar la ecuacion dellano tangente

Habiamos visto que una de las propiedades del vgdiente, era que se ponia ortogonal a las
curvas de nivel de una funcion diferenciable devdombles.

Podemos extender esto al caso de una funciongledriablesf (x,y, z) = 0 considerandola como
unasuperficie de nivel cero

Si esta funcion ediferenciable, el vector gradiente sera un vectmrmal a la superficie en cada
uno de sus puntos.

Recordemos que si una funcion es diferenciablenepuato, en un entorno de él, si mirasemos la
grafica con una “lupa”, la veriamos practicamentna, con lo que tiene sentido definir alli el
plano tangentea la grafica dé.

Vimos ademas que para definir la ecuacion de umopg@alamente necesitabamos un vector normal
y un punto de dicho plano, puesto que con otro qg@nérico calculdbamos el vector por
diferencia entre extremo y origen y luego imponiante condicion de perpendicularidad entre
vectores que era pedir que su producto escala ckeo.

Ahora podemos dar la definicion formal de plana@tarie a una superficie de nivel

Definicién
SeaS|a superficie que esta formada por aque(basy, z talgs quef (x, Y, z) =c, parac constante.

Sea(x,, Y,, Z, )un punto d&Sen el qud es diferenciable.

El plano tangente &en (x,, Y,, Z, ) se define por medio de la ecuacion:

Df(xmyo’zo) E(x—xo,y—yo,z—zo):o
si Of (X,,Y,,2,) # (000).
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Modulo 6 Analisis Matematico I

Vf(-“()v Yo Z()) j

/ Vixg v 20)
vtrasladado /' {rasladado paralelamente
* de forma que comienza
en (xg, Yo Zo)

(o, Yo Z0)

Ejemplo

Calcular la ecuacion del plano tangente a la sigpedefinida por3xy+z°> = 4en (1,1,1).

En este caso tenemos qfi€x, y,z) =3xy+ z° -  y&f(x,Y,2) = (38y,3x,22) que en el punto vale:
Of @) = 332).
Por lo tanto, la ecuacion del plano tangente rasult
B32)l(x-1Ly-1z-1)=0
es decir

3X+3y+2z=8

6.5.-
Mostrar que la ecuacién del plano tangente a l@rfigie definida porz=x*+y® en el punto

BL10) esz=6x+3y- 11

6.6.-
Escribir las ecuaciones de los planos tangentas sulperficies en los puntos que se indican:
_ ) ) %2 y2 22
a) paraboloigd z=x“+y“ en (L-25) b) cono 16 +? Y =0 en (434

c) esfera x* + y? + z> = 2Rz en (Rcosa; Rsena; R)

6.7.-
Dada la superficief (x, y, z) = 3x +1—36y2 - 27° -6x =0; determinar todos los puntos, si existen,

en gue los planos tangentes a ella, sean paralétssplanos coordenados.

89



Modulo 6 Analisis Matematico Il
6.8.-

Demostrar que el elipsoide® +3y? +2z° = 8s tangente, en el punto (2; 1; 1), a la esfera

x> +y®+2°-8x-8y—-6z+24=0.

6.9.-

Demostrar que todos los planos tangentes a la faipecdnica z:x.f(ij; en su punto
X

M = (X, Yo: Zo), dondex, # Q pasan por el origen de coordenadas.

Extremos de funciones de dos variables

Una de las aplicaciones mas importantes del caldiferencial en varias variables es la
optimizacién, es decir la determinacién de aqugdastos, si existen, en los que la gréfica de una
funcion alcanza sus maximos y sus minimos.

Vamos a enunciar las condiciones para determifes paintos en funciones de dos variables.

Si observamos las siguientes graficas de funcioreseps que presentan, en la parte del dominio
considerada, picos y depresiones. Intuitivamenepms decir que en un pico se produce un

maximo y en un valle un minimo.

Grafica de f
Grafica de f

I
I
T
I
|
®

X0
Punto de minimo local Punto de maximo local

X X

Esto debe ser expresado con precision medianiguizste:

Definicion

Sea f:DOR? - R; (X,,Y,) 0D, decimos quef(x,,y, )es unmaximo relativo def, si existe
un entorno abiert® de (x,, Y, ) para el que se cumplé:(x,,y,) = f(x,y),0(x, y)UR
Analogamentef (x,, Yy, )es unminimo relativo def, si existe un entorno abierdde (X,, Y, ) para
el que se cumplef (x,,¥,) < f(xy),0(x,y)OR

En los dos caso6,, Y, f (X, Y, BS unpunto extremode la funcion.
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Médulo 6 Andlisis Matematico |l
Si observamos la grafica anterior parece ser qp&eb tangente en los puntos extremos locales se
pone horizontal, sin embargo el hecho de que lagadias parciales sean cero, no nos garantiza le

existencia de extremos locales. Veamos esto:

Definicion
Seaf:DOR? - R; (X,,Y,)0D, el punto(x,,Y, )es unpunto critico de la funcionf (x,y) si

ocurre una de las siguientes cosas:

of of . of of )
— (X, =—(X,, =0, obien—(x,, — (X, no existen.
aX(Xo Yo) ay(xo Yo) aX(xo Yo) ¥ oy (%o Yo)

Teorema

Sea f:DOR? - R; (X,,Y,)0D, si f(x,y) tiene unextremo relativo en el punto(x,,Y, )

entonceyX,, Y, )es unpunto critico de la funcion.

Aca es donde debemos tener cuidado, porque losneasrrelativos sélo pueden darse en los puntos

criticos, pero puede ocurrir gegistan puntos criticos que no sean extremos

En algunos casos en los puntos criticos se ddfatoadospuntos de sillg que son punto§x,,y, )
de la funcion que presentan las siguientes cafsatitas: en cualquier entorno @gr,,y, eXisten
pares (X, ¥)/ f(x,y) > f(x,Y, ) y también pares(x,y)/ f(x,y)< f(%,Y, ,) €S decir que no

cumplen con la condicion de maximo relativo ni daimo relativo.
El nombre de puntos de silla se debe a que enlgga®s la grafica de la funcién parece una silla

de montar.

Grafica de f

Asi que, si bien vamos a plantear la condiciénuiambas derivadas parciales se anulen (0 amba

no existan) para hallar los puntos criticos, temdi® en cuenta que algunos de ellos pueden se
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Modulo 6 Analisis Matematico |l
extremos, otros puntos de silla y otros ningunaesi@as cosas. Una vez hecho esto debemos

clasificar los puntos obtenidos, para esto disp@sete! siguiente:

Teorema (criterio de las derivadas segundas)

Seaf:DOR? - R; (X,,Y,) 0D

Supongamos qué (x,y) tiene derivadas parciales segundas continuagyén ahtorno abierto que
, of _of _
contiene al puntdx,, ¥, .)y que—- (%, %o) —a—y(xo. Yo) =0.

Se hace la matriz hessianafdm (x,, Y, ):

0%f  0%f
ox?  dyox

Hf (X5, Yo) = a)z(f ayzf (Xo+ Yo)
oxoy ay’

y se calcula su determinandetHf (x,,y, )

2

1) SidetHf (x,,Y,)> 0y g Z
X

(X, Y,) >0 entonced tiene un minimo relativo efx,,y, .)

2

2) SidetHf (x,,y,)> 0y g Z
X

3) SidetHf (x,, Y,) < 0 entonced tiene un punto de silla &x,,y, - )

(%, Y,) <0 entonces tiene un maximo relativo efx,,y, - )

4) Si detHf (x,, ¥,) = 0 entonces el criterio no decide.

Ejemplos
Ejemplo 1
Sea f :R? — R/ f(x,y) = x*+3xy? —3x* -3y® +4; determinar, si existen, los extremos fdg

clasificarlos.

Primero vemos que, por ser polindbmica, el domirgof @s todoR?, entonces planteamos las

condiciones para encontrar sus puntos criticos:

%(x, y) =3x* + 3y® —6x

of
a—(x, y) = 6xy -6y
y

3x*+3y*-6x=0 (1)
6xy—6y =0 2
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Modulo 6 Analisis Matematico |l

De (2)seobtiencbxy -6y =0=6y(x-)=0=y=00x=1

Sireemplazamsy = 0en(1) nosqueda

X -6x=0=3x(x-2)=0=>x=00x=2

ObtenemosospuntosP, = (00) y P, = (20)

Ahorasustituimsx =1 en(1)

343y°-6=0=>y*=1=>y=16y=-1

Sonotrosdospuntosk, = 1) y P, = (1,-1)

En total la funcidn presenta cuatro puntos critjgosla anulacion de ambas derivadas parciales y
ninguno por la no existencia de las mismas. Pasifidarlos calculamos la matriz hessiana y su

determinante evaluandolo en cada uno de los peritos.

0°f 9% f 9% f 0 f
X,y) =6x-6 X,y)=6 X,y)=6 X,y) =6x—-6
5z 1Y) ayax( y) =6y axay( y) =6y ayz( y)
6x-6 6
HE (x, ) =| Y
6y 6x-6
-6 O 0°f : .
detHf (P,) = =36>0 0 —-P, =-6<00 f alcanzaun maximorelativoenP,
0 - ox?
6 9°f - .
detHf (P2)= 0 =36>0 U —-P, =6>00 f alcanzaun minimorelativoenP,
0 . .
detHf (P3)=‘ j=—36< 00 f tieneun puntodesillaenP,
6
0o - : :
detHf (P“):‘—G 06‘ =-36<00 f tieneun puntodesillaenP,
Ejemplo 2

Determinar (si existen) los extremos locales y pside silla de la funcion:
1
f(xy)= (x-xz)[iy- yzj

Para hallar los puntos criticos debemos resolveisttma:

x—l 6 y=0 o y—l

2 2
remplazandenlasegundacuacion
f 1 2
—:(1_2X)-(§y—y j:O cadavalorresulta
-9, _1 1.
g_:[l_zyj'(x‘xz)ﬂ T T

si y=0 x=0 06 x=1

. 1 ,
siy=— x=0 0 x=1
y 2
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Resultan asi cinco puntos criticdd :(%%j R, =(00), R,=(10), P, = (0, %) y R, :(l%j.

Analizamos el determinante de la matriz hessiaai@ gada punto:

= 0|, 97 . .
Hf (P) = 8 =—>0 y <0 la funcion tiene umaximo localen R,.
' 11716 X '
0 _- X
2
0o 1
Hf (P,) = 1 2= —% <0 la funcidn tiene un punto de silla &p
= 0
2
o -}
Hf(R) = 1 2 :_%,<O la funcion tiene un punto de silla Bp
-—- 0
2 J
0 -1
Hf (P,) = 1 2= —% <0 la funcion tiene un punto de silla &}
-— 0
2
o 1
Hf (R,) = 1 2= —% <0 la funcion tiene un punto de silla &n
= 0
2

Criterio para funciones de tres variables

Seaf:U OR® - R, U abiertof con derivadas parciales segundas continuds eq, y,, z,) JU

un punto critico dé

Calculamos los determinantes

2

o-f
Hyf (X0 Yo.20) =—5 (%01 Y01 Z5)
ox

[0%f  9%f  9%f |
0%f 0%f ox? 0yox 020X
ox2  Avox 0°f 0°f 0°f
Hzf(XO.yo,Zo): aZf any Hsf(XO'yO’ZO): axay ayZ azay
2 2 2 2
oxoy oy — 0°f o0°f 0 ;‘
| 0x0z 0yoz 0z L xe1y0.20)
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1) SiH,>0,H,>0,H; >0, f alcanza uminimo relativo en (X,, Y,, Z, )
2) SiH,<0,H,>0,H, <0, falcanza umaximo relativo en (X, ¥,, Z, )

3) Enlos seis casos restantesene urpunto de sillaen (X,, Yy, 2, )

6.10.-

Hallar y clasificar, si existen, los puntos crisate las siguientes funciones:

a) f(x,y)=x*+(y-1)? f)g(x, y) =e".(x* - 2y*)

b) f(x,y)=x>+y>-3xy g)h(x,y) =2x°> +2y* —12xy+ 6y +12x - 21

c) f(xy)=(x-y+1)? h) f(x,y) =2x* +y* —4x* - 2y®

d)g(x,y) = x> +3xy* —3x* - 3y® + 4 i) f(x,y) =cosx.cosy ; 0< x<2m;0<y<2mr

e h(x,y) =(x-1)% + 2y? j) f(x,y) =serx.cosy; 0<x<2m;0<y<2m
K)f(x,y,2)=x®+y? +2° —2xy—-x— 2z

6.11.-

Sea f(x,y) =3x* —4x*y+ y?. Demostrar que sobre toda recta de la foryram.x, la funcion

tiene un minimo en (0,0), pero que no existe minielativo en ningln entorno bidimensional del

origen. Hacer un dibujo indicando el conjunto detpa (x,y) en los quef (x,y) > 0y en los que
f(x,y)<O0.
6.12.-

Método de los minimos cuadrados. Dadosumeros distintosx,,---, X, ; y otrosn nameros (no
necesariamente distintog),---, ¥, ; en general no es posible encontrar una ré¢tg = ax+b que

pase por los puntoéx,y, tal que f(x) =y, para cada. No obstante, se puede encontrar una
funcién lineal con la que eérror cuadratico total E(a,b):Z[f(xi)—yi]2 sea minimo.
i=1

Determinar los valores dey b para que eso ocurra.

Extremos condicionados

A veces se desea maximizar o minimizar una funsigeta a ciertas restricciones.

Por ejemplo podriamos querer encontrar el puntximmade f (X, y ) sujeta a la condicion de que
x* +y? =1, es decir quéx ,y) esté en la circunferencia de radio 1.

Mostramos el caso en la figura siguiente:
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z = f(x, y) sujeta

X a la restriccion
~ / 2+y2=1

(Punto en x2 + y2 = 1 donde f se maximiza

Aparentemente el maximo deestaria en (0,0), pero no buscamos eso, sino @oetenemos

permitido movernos en los parés , y) que pertenecen a la circunferencia unitaria.

Asi que debemos imaginar un cilindro de radio 1 egnperpendicular al plano del piso y que
intercepta a la gréafica deen una curva.

Pretendemos encontrar los maximos y minimos dewgsa.

Para resolver este tipo de problemas contamos lcoétedo de los multiplicadores de Lagrange,

que nos indica que cuando tenemos una funcion imiapt f(Xx,y), sujeta a una restriccion

a(x,y) =0, los maximos y minimos dé se alcanzan cuando los vectoriééy[lg se ponen

paralelos.

&

\

Crmax

Zmin
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Teorema
Seanf:SOR? - R, g:SOR? . R Sabierto,f y g con derivadas parciales segundas continuas
ensS
Supongamos quéx,, ¥,, 4, €S un punto critico del Lagrangiano
L(xyA)=f(x,y)+1A9(x,y) conldg(X,,Y,) % (0.0)

Esto equivale a decir qug(Xx,,Y,) = Yoquelf (X,,Y,) =A09(Xy, Yo )
Entonces:

1) Si detﬁ(xo, Yo, 4) <0,(X,,Y,) €S unminimo local.

2) Si detﬁ(xo, Yo, 40) >0,(X,, Y,) €S unmaximo local.

3) Si detﬁ(xo, Yo, 4,) =0, el criteriono decide.

H es la matriz hessiana orlada

o %9 9
0Xx oy
H=|09 9°L o%L
ox ox> 0yox
dg 0°L 0°L
| dy oxdy oay®

Para una funcion de tres variables y una restriccié
f(xy.2) yg(xy2=0

dg dJdg 0g

0x oy 0z
dg 9°L 9°L 9%
ox ox® Oyox 0z0x
dg 0L 9L 9%
oy oxdy ody*> 0zdy
dg 2L 9L 9%
|0z 0xdz 0dydz 0z
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_ o 9% 99 99 |
dg  dg 0x oy 0z
o0X oy dg 0°L 0°L o0°L

o9 oL oL —_|ox o oayox ozdx
2 lox  ax®  aydx ®log 9°L 9°L Q%L
dg 9°L od°L dy oxdy ody> 0z9y
dy oy dy? dg 9L 9L 9L
) ) | 0z 0xdz 0yoz 0z* |

Criterio

1) Si ﬁz(xo,yo,zo,Ao)>O yﬁa(xo,yo,zo,Ao)<O hay unmaximo localen (x,,Y,,Z,)

2) Si ﬁz(xo,yo,zo,)lo)<0 yﬁs(xo,yo,zo,)lo)<0 hay unminimo local en (X,, Y,,Z, )

Ejemplo
Sea f(x, y)=eXy con la restricciong (X, y) =x*+y*-8=0, gueremos hallar, si
existen, los valores extremos de la funcion dada.

L(x, y,A)=e” + A(x* +y? - 8)
&L ye? +2Ax=0 (1)
0x
0L xev +21y=0 (2)
oy

Ok +y2-8=0 (3)

oA
X=y
Restando (1) y (2) resuI(Q/—x).(exy—ZA)=0_, =€
S 2
_ A4
Six=yen(3)2x2=8_ x=22 Oy=+2 - P,(22) P,(-2,-2) en (1)2¢* +441=0 - A =_2
Xy
Si /1:62 en (1) yexy+exyx:0_>exy(y+x):0_> X=-y en (3)

-4

x=220 P,(2-2) P,(-22) 4 :%

Clasificacion
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a—g=2x ilz':yzew+2)l

o ox 0 2x 2y
a—g:2y =xyeY+e¥ L H=|2x y’¥+21 xyeY+e”
% aézx fy 2y xyeY+e? x%e¥ +24

P =x’e¥ +24
y

4
Evaluando la matriz orladaen P,=(22) A, = —% resulta

_ 4
H ( 2,2,—%) =64e" >0 maximo localenP,.

Analogamente

T

4
- 2,—2,—%) =64e* >0 maximo localenP,.

-4
2,-2, %) =-64e* <0 minimo localen P,

T

H| - 2,2,e—;j =-64e™* <0 minimo localen P,

6.13.-

Determinar los valores extremos de la funcién dadgeta a las restricciones que se indican en cadzs
caso:

a) f(x,y)=xy con x+y=10 b) f(x,y) =x* +y? con 2x-4y+5=0

o) f(x,y)=2x+2xy+y con2x+y=100 d)g(x,y)=e*Y con x> +y? -1=0

e g(x,y,2)=x+y+z conx®+y*+2z°=25 f)h(x,y,2)=x>+y*+2z> con x+y+2z=25
g) f(x,y)=x+2y-3z con z=4x>+y?

6.14.-

Calcular el volumen maximo del paralelepipedo regpiéar, con caras paralelas a los planos

coordenados, que se puede inscribir en el elipshi€ + 4y* + 9z° =144,

6.15.-
SeaC la parte, en el primer octante, del arco de cgnaresulta de la interseccion del paraboloide

2z=16- x> - y* con el planox+ y = 4. Encontrar los puntos @@ mas cercanos y mas lejanos del

origen. Calcular las distancias minimas y maxine§ dl origen.
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6.16.-

Hallar los extremos relativos de la funcidr(x,y,z) = x.z+y.z; si el punto(x,y,z )esta en la

interseccion de las superficieg® +z° =2; yz= . 2

6.17.-
Usar el método de los multiplicadores de Lagrange mpbtener un valor maximo relativo de

f (X Y,2) = x.y.z; con las restriccionex+y+z=4; x-y-z= .3

6.18.-

Hallar tres nimeros positivos cuya suma es 3085 @lie la suma de los cuadrados sea minima.
6.19.-
Hallar tres nUmeros positivos cuya suma es 248s tglie la suma de los productos tomados de a

dos sea maximo.

Extremos absolutos

Para una funcion de una variable, continua en tervalo cerradod,b], el teorema del valor
extremo establece géidene un maximo absoluto y un minimo absolutolentervalo.
Tenemos una situacion similar para funciones devdoables.
De la misma manera que un intervalo cerraddRdeontiene a sus dos extremos, un conjunto
cerrado deR * contiene a todos sus puntos frontera.
Por ejemplo el disco:
D :{(x, y)OR? / x* + y? sl}
Es un conjunto cerrado.
Ademas urconjunto acotadoes aquel que esta contenido dentro de un disaeaesque efinito
en extension.
Entonces, en términos de conjuntesrados y acotados podemos establecer la analogia con el

teorema del valor extremo en dos dimensiones.

Teorema
Si f es continua en un conjunto cerrado y acotAdde R ?, entonced tiene un valor maximo
absoluto f (X,, Y, )y un valor minimo absolutd (x,, y,), en algunos punto§,,y, Y (X,Y,) en

D.
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Para calcular los valores maximo y minimo absold&fs

1) Determinamos los valores flen los extremos relativos en el interiorle

2) Calculamos los valores extremosfdmbre la frontera dé (bordes y vértices).

3) El mayor de los valores encontrados es el maxirsolato y el menor, el minimo absoluto.
Ejemplos

Ejemplo 1

Encontrar los extremos absolutos figx, y) = (x—2)* + y* en la region cerrada:
R:{(x, Y)OR?/y? —x<9,3x—-4y +12< 0,3x + 4y +12< O}

La regionR esté limitada por el arco de parabgfa=9+ x y las rectag8x — 4y =12,3x + 4y =12.

Tenemos que analizar la existencia de extremosaldatla regiéon, en los bordes y en los vértices.

a)

ﬂ:2x—4=0_> X=2
0x

i:2y=0a y=0
oy

P=20UOR

b) Bordes

y> =9+ x= y=+4/9+ X para no tener que analizar los dos casos poradparsamos Lagrange
F(x, y,A)=(x-2)? +y? +/1(y2 - x—9)

(1)a—F=2(x—2)—/1 =0
0x
oF
(2)6—:2y—2Ay=0:>2y(1—/]):O:> y=00 A=1
y

oF _
3)—=y2-x-9=0
()GA y

Siy =0sustituyedoen (3) = x=-9= P, =(-90)
f(-90) =121

Sid=1len() 2(x-2)-1=0= x=gDR
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_—3x-12
4
2

f X,L_lz :(X—2)2+ L_lz N f’:2—5X+1:O—>X:_iDR

4 4 8 2 25
y_3x+12

4

2
f=(x-2)? +(3X+12j - f'=05 X=—iDR
41

c) Vértices

P, =(-40) - f(-40)=36

([ 56 5} [ 56 5)_5701
Po=|— |- fl - ==
' 973 97 3) 81

Comparando todos los valores de la funcién endoggs obtenidos podemos concluir que:
Maximo absoluto = 121 y lo alcanza &= (-90)

Minimo absoluto = 36 y lo alcanza éh=(— 4,0)

Ejemplo 2
Encontrar los extremos absolutos de la funcibfx, y) = xy* en el conjunto
2 2 2 5
A= {(x.y) OR“/x“+y° <4,x2 —5}

En primer lugar representamos el conjuaitd’ara eso hallamos la interseccion entre las ulosis
gue lo definen:

2 2
XryE4 o
5 SyTt—-
X=-= 3
3

Luego las curvas se interceptan en los puEtog,i

Jii
3

2]
//y/:\

Tal 1
LI I |

3 20 41 9 1 2 3
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Observemos qukees una funcién continua (polinbmica)Ayes un conjunto cerrado y acotado, por
lo tanto de cumplen las hipétesis de la existedeibbs extremos absolutos que se encontraran entr
los siguientes puntos

1) Vértices del conjuntd: | 5’— 3

5 N /11

2) Extremos libres deen el interior d&\

i:y2 =0= y:O
ox

i:2yx=0:> x=aD(—§,2j
ay 3

3) Extremos condicionados en las distintas frostera
. 5 e
3.1) Frontera descripta por la curxes —5. Como esta curva es una funciéxplicita, podemos

sustituirenf (x,y).

h(y) = f(—g, yj = —g y>=h'(y)= —%) y=0= y=0. El candidato a extremo en esta frontera es

)

3.2) Frontera descripta po® + y? = . €omoninguna de las variables es explicitaenemos que
apicar el método de los multiplicadores de Lagrgraga buscar los candidatos a extremos.

La funcién de Lagrange e&(x, y,A) = xy* + /](x2 +y? - 4)

La condicion necesaria de extremo condicionado es:

%:yz +2Ix=0 (D)
0X

%:Zyx+2/]y=0(2) =>y=00 A=-X
y

oL 2 2

—=Xx"+y°-4=0(3

Y y ©)

A=-X

en() y*=2x°

yen(3) x=12—\/§ y:iz—\/E
3 3

y=0

en(3) x=%2

P=(-20)0Dom f
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2J3 242

Los candidatos a extremos sdi:0) y(i 3 x Tj

Para finalizar, tenemos que evaluar la funciérosmlntos obtenidos.

{éi@jz_ﬁ

3 3 27

f(a0)=0

f(—g,OJ:O
3

f(20)=0

f 2\/5 + 2\/6 =48\/§ max abs
3 3 27

f —2\/5,12\/6 =—48\/§ minabs
3 3 27

6.20.-

Determinar los extremos absolutos tigx, y) = x> + xy en la region definida por:

R:{(x,y):|x|s2;|y|s]}.

6.21.-

Hallar los extremos absolutos de la funcion:
f(xy)=—x>-3y*+4y+1
en el cuadrado cerrado que tiene por vértiee$0);(0));(10)y (0,-1).

6.22.-

Encontrar los extremos absolutos de la funci@m, y) = (x+1)* + y* en el conjunto

A={(x,y)OR? [(x+3)> + y> <16, y* < 2x+14}

Problemas propuestos

1.- Se dieron los siguientes datos como la akuran pulgadas) y el peso(en libras) de jovenes
de 18 afios. Utilice el método de los minimos cudaBapara ajustar estos datos a una recta.

Después use ésta para predecir el peso de ungeved afios cuya estatura es de 6 pies.

X 69 65 71 73 68 63 70 671 69 70
y 138 | 127 | 1v8| 185 141 122 158 135 145 62

=
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2.- Un paquete con forma de caja rectangular paadiarse por servicio de correo si la suma de su
longitud y del perimetro de la cara perpendiculdicha longitud, es a lo sumo de 84 cm.
Determinar las dimensiones del paquete que tengaehen maximo con esas restricciones.

Parcial 2006

Hallar y clasificar los extremos relativos, si e¢&ig de: f (X,y) = +3x° +3y?

X2 y2

Recuperatorio 2007

Hallar el valor maximo y minimo del producto destr@imeros reales y, z, si la suma se éstos

debe ser cero y la suma de sus cuadrados debe ser 6

Recuperatorio 2011

Hallar los maximos y minimos absolutos @éx, y) = x> +y* +xy—x-y, en la regién comin a:

x=20;y=20; x+y<3.

Parcial 2012
Si f(xY,2) =%x3 +gy2 -3xy+2x+2z° -3z+5, hallar, si existen, todos sus puntos criticos y

clasificarlos.

Final 3/5/11
Determinar y clasificar los extremos déx,y) = x’y*(6—-x-y , definida para puntogx, y) JR?

tales quex>0e y> 0.

Parcial 2014

Hallar los extremos absolutos d€x, y) = xy en la regionA = {(x, y)OR?/x* +y? <4, ysg} .
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